



РЕДУКЦІЯ КУТОВИХ ЧЛЕНІВ ГРАНИЧНИХ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ ЗГИНУ 
ТОНКИХ плит 
Розглянуто проблему кутових точок і кутових неінтегральних членів при 
чисельному розв'язанні граничних інтегральних рівнянь згину тонких плит. 
Запропоновано перетворення цих членів на основі умови неперервності повного 
моменту у кутовій точці, яке дозволяє звести додаткові члени до поправок 
основних коефіцієнтів. Співвідношення виведені для лінійної розривної 
апроксимації щільностей потенціалів. 
Вирішення проблеми кутових точок при застосуванні методу граничних елементів до 
статики тонких пружних плит - мета дослідження. Відомо [1], що для коректної постановки 
другої диференціальної задачі четвертого порядку про згин тонкої плити три "природні" 
граничні умови на зусилля зводяться до двох необхідних і достатніх, одна з яких - на 
узагальнену кірхгофівську перерізуючу силу. Внаслідок цього у моделі плити з кутовими 
точками виникають зосереджені кутові реакції - стрибки скручуючого моменту. При 
реалізації методу граничних елементів їх треба або розглядати як додаткові змінні [2], або 
певним чином від них позбавлятися. 
У роботі [3] автором була запропонована нова методика перетворення 
позаінтегральних членів, яка дозволяє не вводити нових змінних, а натомість внести до 
коефіцієнтів алгебраїчних систем кутові, поправки. У наведених там співвідношеннях 
використовується кусково-стала аппроксимація щільностей потенціалів; крім того, при 
формулюванні співвідношень автор допустив неточність. Наведемо правильні формули для 
лінійної розривної аппроксимації, яка дозволяє більшу точність розрахунку навіть при 
однаковіих обчислювальних витратах. 
Будемо виходити з інтегрального представлення компонентів згину з трьома ступенями 
вільності на границі: 
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де 5, Г - область, зайнята плитою, та її кусково-гладка границя; п, і - нормальний та 
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потенціалів, не узгоджену на кінцях елемента з сусідніми елементами (лінійна розривна 
апроксимація): 





Після підстановки апроксимант (2) у інтегральні рівняння (1) проінтегруємо їх 
частинами за граничними елементами з урахуванням таких співвідношень: 
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де У„ - узагальнена кірхгофівська перерізуюча сила; СіпУ* - відповідний фундаментальний 
розв'язок. Одержимо такі алгебраїчні аналоги рівнянь (1): 
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де Х\к) та Х(2к) - кінці к-го граничного елемента. Перший неінтегральний член у правій 
частині рівняння (3) є сумою членів з вузловими значеннями прогину і неінтегральними 
коефіцієнтами при них, які при формуванні лінійної розв'язувальної системи додаються до 
інтегральних коефіцієнтів при прогинах. Другий неінтегральний член містить значення 
скручуючого моменту і для внесення у систему вимагає перетворення. Скористаємося 
умовою неперервності вектора повного моменту М = М„і - Нпп на границі при переході від 
одного граничного елемента до іншого: 
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де індекси "+" та "-" відносяться до елементів, які знаходяться перед кутовою точкою та 
після неї (за напрямком обходу границі). Виключаючи з двох скалярних рівнянь (4) стрибок 
скручуючого момента, одержимо: 
я ; - н ; = {м: +м;) п , и ¥ " 1+Я п~ (5) 
іе п* хп~ - п*п~ - п*п~. Співвідношення (5) разом з апроксимацією (2) дозволяє виключити 
і другого позаінтегрального члена рівнянь (3) скручуючі моменти та звести його до виду: 
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де індекси "+" та " -" позначають наступний та попередній граничні елементи за напрямкої 
обходу до к-го елемента. Таким чином, з виразів (3) та (6) випливає, що при вузлови: 
значеннях прогинів та згинних моментів у лінійній алгебраїчній розв'язувальної системі 
будуть такі коефіцієнти: 
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Як основні інтегральні коеффіцієнти, так і неінтегральні доданки до них дозволяють 
аналітичне визначення. Таким чином, відбулася редукція позаінтегральних членів, що 
містили додаткову компоненту напружено-деформованого стану - скручуючий момент Н„. 
Ці члени перетворилися на поправки до основних коефіцієнтів розв'язувальної системи. Це 
дозволяє, не вводячи нових вузлових чи додаткових невідомих, залишити їх кількість рівною 
4N, де N - кількість граничних елементів. Особливе значення така редукція має при 
формулюванні методу для складених плит, де вона дозволяє не використовувати додаткові 
умови контакту, а також при заміні криволінійної границі системою прямолінійних 
граничних елементів, де завдяки їй частково компенсується похибка, внесена дискретизацією 
границі. 
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